3. cviceni - vysledky

Priklad 1.

(a) Dy = R?. Vrstevnice jsou rovnobé&zné piimky. Funkce je spojita na D I

(b) Dy = R% Vrstevnice jsou ramena thli, ktera jsou rovnob&Zna s osami z a y. Funkce
je spojitd na Dy.

(¢c) Dy = {[x,y] € R%y > 0}. Vrstevnice jsou poloviny parabol, posouvajici se po ose
x. Funkce je spojita na Dy.

(d) Dy = R% Vrstevnice jsou kruznice se stfedem v po¢dtku. Funkce je spojitd na Dy.

(e) Dy ={[z,y] e R%(x >0Ay >0)V (x <0Ay <0)}. Vrstevnice jsou hyperboly
tvaru y = £,¢ > 0 a ob& osy. Funkce je spojitd na Dy.

(f) Dy = {[z,y] € R% 2% + y* < 1}. Vrstevnice jsou kruZnice se stiedem v pocatku a
polomérem nejvyse 1. Funkce je spojitd na Dy.

(g) Df = {[z,y] € R% 2% + y* > 1}. Vrstevnice jsou kruZnice se stfedem v pocatku a
polomérem vétsim nez 1. Funkce je spojitd na Dy.

Priklad 2.

(a) Dy =R? a funkce je na ném spojitd. Pro z,y # 0 dostaneme

g(m,y) _y- sign(zy) N g(% ) = x - sign(zy) '
Oz 2y/|zy] 9y 2y/|zy]

Dale %(0,0) =0a 2—5(0,0). Potom %(m,O) =0a g—i(m,O) neexistuje pro x # 0.

Analogicky %(O,y) =0a %(O,y) neexistuje pro y # 0. Parcialni derivace jsou

spojité na néjakém okoli bodu [1,—2], tefna rovina ma tedy smysl a ma rovnici

T(x,y) =2+ %(m —-1)— ﬁ(y—i—Q).

(b) Dj = {[z,y] € R%;z € [-1,0]V(z € (0,1]Ay € (—o00, —V/arcsin z)U(v/arcsin z, +00)) }]
funkce je na ném spojitd. Dostaneme

of -1 2 :
—(z,y) = , z € (—1,1),y° > arcsinz,
8x( ) 24/y? — arcsin zv/1 — 22 ( )

of y

—(2,y) = —————, x € [-1,1],y* > arcsinz.

dy Vy? — arcsinx

Parcialni derivaci podle z nema smysl pocitat ve vynechanych bodech (defini¢ni
obor neobsahuje vodorovnou use¢ku kolem nich), podobné parcialni derivaci podle
1y neméa smysl pocitat ve vynechanych bodech az na pocatek. Zde dostaneme, Ze
g—lyc((), 0) neexistuje. Obé derivace jsou spojité alespon na néjakém okoli bodu [0, 1].
Pro te¢nou rovinu dostaneme T'(z,y) =y — 5.
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Dy = {[z,y] € R?%|z| + 2|y| < 3} a funkce je zde spojitd. Dostaneme

of —elz+2lul . gign o

%(xJJ = 63—€|x‘+2|y| s [x,y} EDf,J?;ﬁO
of —el#l 2l . 9 sign 4

@(xyy) = o3 _ elz+2ly| ) [l‘,y] € Df)y#o

Déle derivace %ﬁ(o,y) proy € (52,3) a g—g(w, 0) pro x € (—3, 3) neexistuji. Alespon

na né&jakém okoli bodu [1, %] jsou parcialni derivace spojité. Pro te¢nou rovinu

dostaneme T'(z,y) = log(e? — €?) — L (z — 1) — L (y — 1).

e—1

Dy ={[z,y] € R%; —1 +cosy <x <1+cosy} a f je zde spojitad. Dostaneme

of -1

—(z,y) = ,—14+cosy <x<1+4cosy,
Oz V1= (z — cosy)?

af —siny

—(z,y) = ,—1l+cosy <z <14 cosy.
Ay V/1— (z — cosy)?

Parcialni derivaci dle z nemé ve vynechanych bodech smysl pocitat, nebot defini¢ni
obor neobsahuje vodorovnou tsecku kolem téchto bodi. Podobné nema smysl poci-
tat derivaci dle y (svislé tsecky) s vyjimkou bodu [0, kx|, k € Z. Zjistime, Ze
9f 0, k) neexistuje. Alesponi na néjakém okoli bodu [1,0] jsou parcialni derivace
Oy

spojité, pro tecnou rovinu dostaneme T'(z,y) = § — (v — 1).

Dy ={[z,y] € R* 2 <y?} a f je zde spojita. Dostaneme

of B 322 9
%(ﬂf,y)— m,x<ya
of

3y°
7('%'7 y) = ’
Oy [y — 23

7 vynechanych bodi méa smysl zkoumat pouze derivaci podle proménné y v pocatku,
zbylé parcialni derivace nema smysl pocitat, nebot funkce neni definovana na zadné
usecce prislusného sméru. Vyjde %(O, 0) = 0. Diky spojitosti parcialnich derivaci

na okoli bodu [0, 2] mé smysl zkoumat te¢nou rovinu, vyjde T'(z,y) = 8+ 12(y — 2).

z <y

Defini¢nim oborem je celd rovina a funkce je zde spojita. Dostaneme f) = sinz,y >
cosx alproy < cosuz; fl/l =1,y >coszxalproy < cosz. V bodech [k, cos k], k €
Z je f. = 0. V ostatnich bodech parcidlni derivace neexistuji. Diky spojitosti
parcialnich derivaci na okoli bodu [0, 7] mé smysl zkoumat te¢nou rovinu, vyjde
T(z,y)=y—1

Defini¢nim oborem je cela rovina a funkce je zde spojitd. Dostaneme f, = 1,y >

:U3—:L‘a3x2pr0y<ﬂ:3—:v;fézl,y>x3—xa0proy<a}3—:p. Prox::t\/g

3

existuje f, v bodé [z,z° — x| a rovna se 1. Parcialni derivace ve zbylych bodech

neexistuji.
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Priklad 3.
(a) Dy = {[z,y] € R%x # 0}. Vrstevnice jsou pifmky prochézejici poc¢dtkem. Funkce
je spojitd na Dy.
o 2 . . . _
(b) Dy = R®. Vrstevnice jsou hyperboly, tj. y = £,c € R.

(¢) Dy = {[z,y] € R} —2? — 1 < y < —2? + 1}. Vistevnice jsou dvojice parabol, v
jednom pripadé parabola. Funkce je spojitd na Dy.

(d) Dy = {[z,y] € R?%2kma? + y*> < (2k + 1)7 pro n&jaké k € No}. Vrstevnice jsou
posloupnosti kruznic. Funkce je spojita na Dy.

(e) Dy = R2 Vrstevnice jsou t¥i: Pro ¢ = 0 jde o p¥imky z = km a y = pi,k € Z. Pro
¢ = —1 jde o mnozinu {[z,y] € R*z € (—7 + 2km, 2kn),y € (2lm, 7 + 2l7),k,l €
7}y U{[z,y] € R%z € (2km,m + 2k7),y € (—7 + 2, 2In),k,l € Z}. Pro c = 1 jde
o zbytek R2. Pro ostatni ¢ zadné vrstevnice nejsou. Funkce je spojita na kazdé
mnoziné odpovidajici vrstevnici pro ¢ = 41, jinde neni.

(f) Dy =R2. Vrstevnice jsou grafy funkei y = ¢ — |z|,c € R. Funkee je spojitd na Dy.

(g) Dy = {[z,y] € R%1 < 22 4+ y? < 4}. Vrstevnice jsou dvojice kruznic, v jednom
piipadé kruznice. Funkce je spojitd na Dy.

Priklad 4.

(a) Dy = {[z,y] e R%z € (0,1) V(0> 2 Ay € (—o0, V) U (—x,+00))} a f je zde
spojita. Dostaneme

O () = .

or ") " 51— ym ol + V)

af —sign y
—(z,y) = ——=,[z,y] € Dy, 0.
8y( y) Iy!+€/§[ yl€ Dpy #

[-%,:l/] 6Df7x7£07

Derivace %(O,y) proy # 0 a %(w,()) pro x € (0,1) neexistuji. Alespon na né-

jakém okoli bodu [—1, 3] jsou parcialni derivace spojité, pro tetnou rovinu dostaneme
T(z,y) = —g(x+1) — 5(y — 3).

(b) Dy = {[z,y] € R} —(x +1)?2 <y < 22+ 1} a f je zde spojitd. Pro body [z,y]
splitujici —(z + 1)? < y < 22 + 1 dostaneme

af( ) 1 —x?2+1-22y—vy
- \Z, = : )
ox Y 1_( oty )2 (1’2+$—|—1)2
z2+z+1
Of( ) 1 1
—(z,y) = . .
By y 1_( oty )2 $2+SU+1
x24+x+1
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Derivaci podle y nemé ve vynechanych bodech smysl pocitat, nebot definiéni obor
neobsahuje svislou tsecku kolem téchto bodi. Derivaci podle x mé smysl poci-
tat pouze v bodech [0, 1],[—1,0] (v ostatnich chybi vodorovna usetka). Derivace
%(0, 1), %(—1, 0) neexistuji. Diky spojitosti derivaci na okoli bodu [1, —1] mtuZeme
najit tenou rovinu a ta ma tvar T'(z,y) = 3(z +y).

Dy ={[z,y] e R%(y >0Ay >sinz)V (y <0Ay <sinz)} a funkce je zde spojita.
Pro body [z, y] spliwjici, Ze y > 0 ay >sinx & y < 0 a y < sinz, dostaneme

8f( ) cos T Y 8f( ) sin Y
3 \T, = - . a —\Z, = . .
gz Y 2y \/ y —sinz dy 4 y2 \ y —sinx

Derivaci podle proménné x mé smysl pocitat pouze v bodech [§ + 2km, 1] a [-5 +
2km,—1] pro k € Z. V ostatnich bodech nema smysl pocitat derivaci ani podle x, ani
podle y, protoZe defini¢ni obor neobsahuje tsec¢ky kolem téchto bodt. Dostaneme, Ze
%(%4—2]4:7@ 1) a %(—g +2km, —1) neexistuji. Diky spojitosti parcialnich derivaci na

okoli bodu [0, 5] méa smysl zkoumat te¢nou rovinu, jeji predpis je T'(z,y) = 1 — %x

D¢ = {[z,y] € R%jy > —3z} a funkce je zde spojita. Pro y # %:c dostaneme

of B 3|2z — 3y| .
o o) = o) (P22 2 (20 - ) g3+ ) o
of 22 — 3y|

a—y(:p, y) = f(z,y) ( — 3sign (22 — 3y) log(3z + y)> )

3z +y

V bodé [%, %] jsou obé parcialni derivace nulové. Ve zbylych bodech parcialni
derivace neexistuji.

Dy = {[z,y] € R*;z > 2y} a funkce je zde spojita. Pro y # 2z dostaneme

0 —
2w = o) (B 4 2sign 20 - pyonte - 2)
of 22z — y|

) = ) (2252~ sign 20— ) togta - 2))

V bodé [—%, —%] jsou obé& parcidlni derivace nulové. Ve zbylych bodech parcialni
derivace neexistuji.

Defini¢nim oborem je cela rovina a funkce je zde spojita. Standardné obdrzime

of

5y (1Y) = 2z sign (¥ +y” — Dcos|2” +y* — 1] 2% + 9" £ 1,
P .
8‘5(96,3/) = 2y -sign (* +y* — 1) cos 2% + ¢y — 1] 2 + 4> # 1.

Lze spocist, ze f;,(0,+1) = f,(£1,0) = 0. Derivace ve zbylych bodech neexistuji.
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(g) Defini¢nim oborem je cela rovina a funkce je zde spojita. Standardné obdrZime

d 2 - cos /2% + 2 — 1

Ox 3/ (x? +y? —1)2

d 2y - cos Va2 +y2 — 1

l(w,y)z y3COS Ly 2t y? # 1
Ay 3/ (22 4+ y2 — 1)2

Parcialni derivace v bodech spliwjicich 22 + y? = 1 neexistuji.

(h) Dy = {[z,y] € R?%|z| + |y| > 1} a funkce je zde spojita. Standardné obdrzime

of sign

7("1:7?4): Tl +ly >1/\ZE7£O,
Oz 2y/|z| +yl -1 ol

af signy

Ay 2¢/|z| +y| — 1 =l + 1

Funkee f;(0,y), f,(,0) neexistuji pro [y| > 1, |z[ > 1. Derivace ve zbylych bodech
nemé smysl zkoumat.

(i) Dy = {[z,y] e R% (y > 0A |z > |y|) V (y <O AJz| < |y|)} a funkee je zde spojita.
Pro body [z,y] € Dy dostaneme, Ze

of 1 Y

or (‘T7y) = 7§Sign ('I) (|1’| _ |y’)3 y L 7& 07
of |z|

L, y) = Ly #0.
AN T

V bodé [0,y], pro y < 0, f. neexistuje. Ve zbylych bodech nemé smysl parcialni
derivace zkoumat.

(j) Dy = {[z,y] € R% 2z > max{—1,—y?}} a funkce je zde spojita. P¥imocare ziskame

W(HC,y):e‘/m( ! ix—i—yQ

) , x> max{—1, %},

+
Ox 2 x+y2 2\/m
8f 1 Yy 2
*(myy)=€$+7,x>max—1,—y Vie=—-1Alyl>1).
B = { bV ( yl > 1)

Spocteme, Ze f;((), 0) neexistuje a parcialni derivace ve zbylych bodech nemé smysl
zkoumat.

Matematika 2, 2022/23 5



